TD n°3 - Algebre linéaire : révision et généralisation

Exercice 1. Soit H un sous-espace vectoriel de E.
(%) Montrer que H est un hyperplan de F ssi dxg € E non nul tel que £ = H & Vect(xy).

Exercice 2. [PT 2009] Soit £ un R-espace vectoriel de dimension 2, et B = (e, e3) une
base de E fixée. On considere 'application linéaire f ayant pour matrice, dans la base B,

1 /1 -1
M=3 (—2 2 )
1. (x) Montrer que f est un projecteur. Quel est son rang ?

2. () Déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 3. (x)
Soit (a,b) € R? avec a # b. Pour n € N, n > 2, on note B,, le déterminant suivant

a+b a 0
B, = b
. . a
0 b a—l—b[n]

Montrer que Vn € Nyn >4, B, = (a + b)B,,_1 — abB,,_», puis en déduire que

n+l _ bn+1
VneN,n> 2, Bn:a
a—2b

Exercice 4. (x)[CCP PSI 2010 et 2013]
Soit P, =X"— X + 1, avecn > 2.

1. Montrer que P, possede n racines zi, ..., z, distinctes dans C.

2. Calculer o,, = H zjet o, = Z H Z.

j=1 =1 ij

a; =1+ %

. . Calculer det(A).
a;j =1sii#j

3. Soit A € M,,(C), avec {

Exercice 5. On consideére I'application f de R® dans lui méme, qui au vecteur (z,y, z) associe
le vecteur (z —y, —x + 2,3z — 2y — 2).

1. (¥) Montrer que f est un endomorphisme de R* et donner sa matrice dans la base
canonique de R3.

2. (*) Par la formule du changement de base, donner la matrice de f dans la base
%A =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)).

3. (*) Déterminer le noyau et I'image de f. Donner une équation de cette image.

4. Calculer la matrice de f?. Puis sans calcul donner une base de I'm(f?) et les puissances
de f.

Exercice 6. (x) Soit F un K-espace vectoriel et u € L(E).

1. Montrer que, si u(z) est colinéaire a x pour tout = de E, alors u est de la forme \.Idg.

On pourra montrer, dans le cas ou (z,y) est libre, que si u(x) = ax et u(y) = By alors
a = [ en raisonnant sur le vecteur x + y.



2. Montrer que si © commute avec tous les endomorphismes de F, alors u est une homothétie.
Si x est un vecteur non nul de E, on pourra considérer un projecteur sur Vect(zx).

3. Déterminer les matrices M € ., (K) qui commutent avec toutes les matrices inversibles :
ie, telles que VG € GL,(K), MG = GM.

Exercice 7. Soient F, F deux K-espaces vectoriels, f € Z(F,F) et A, B deux sous-espaces
de E. Montrer que :
f(A)C f(B) < A+kerfC B+kerf

Exercice 8.

On souhaite calculer les puissances de la matrice M =

O O = OO
OO = OO
— e e
co~ oo

N~ T OO R~ OO

Up Up UV U Ug
U U Vg Ur Uk
(¥) Montrer que Yk € N*, on peut écrire M=o v wy vp vk
U U Vi U Ui
Up U Vg Up Uk

. Conclure.

Exercice 9. Soit A € #3(R), A # 03, vérifiant A> = —A.

On note f son endomorphisme canoniquement associé.
1. Montrer que le déterminant de f est nul.
2. Prouver la décomposition en somme directe R* = ker(f) @ ker(f* + Idgs).
On pourra écrire x = (f*(x) + x) + (—f*(z)).
3. Montrer que ker(f? + Idgs) # {0} et que si y € ker(f? + Idgs) non nul, alors (y, f(y)) est

libre.
00 O
4. En déduire que A est semblablea |0 0 —1
01 0

Exercice 10. (x) On définit les trois sous-espaces suivants de £ = K3[X]

F={PeE P0)=P()=P(2) =0}

G={PeE P(l)=P(2)=P(3)=0}

H={PeE PX)=P-X)}

Caractériser F' & G et montrer E =F & G ® H.

Exercice 11. On considere E = {f € C®(R,R); f® = f®} ainsi que

F={f:2w ax+b;(a,d) €eR?} | G={feC®R,R);fP=f} , H={z— cz’;ceR}

1. Montrer que E, F, G, H sont des sous espaces-vectoriels de C*(R, R).
2. Montrer que Fd& G d H = E.
3. Déterminer une base de E adaptée a cette décomposition.
Exercice 12. (x) Pour a € R, on note f, : © — |z —a|. Montrer que la famille (f,).cr est libre.

On procédera par l’absurde en prenant une sous-famille liée et en s’intéressant a la dérivabilité
d’une combinaion linéaire.



Exercice 13. (%)
On note E I'ensemble des (u,) € RY telles que Vn € N, w43 = Upyo + Uns1 + 2,
F Tensemble des (a,) € RY telles que Vn € N, a,,; = 2a, et G I'ensemble des (b,) € R telles
que Vn € N, bn+2 = —bn+1 — bn
1. Vérifier que E, F' et GG sont des R-espaces vectoriels.
2. Déterminer une base et la dimension de F' et de G.
3. On admet que dim(F) = 3. En déduire que £ = F' & G. Donner alors une base de FE.
4

. Soit (uy)nen la suite définie par ug = 1,u; = 0,up =2 et Vn € N, w13 = Uprot+tpi1+2uy,.
Déterminer ’expression de u,, en fonction de n.

Exercice 14. Soit A, B € ,(K).
A+B A-B

A quelle condition la matrice M = ( A-B A+B

) est-elle inversible ?
Exercice 15. Soit H € M,,(C) une matrice de rang 1.

a) Montrer qu’il existe des matrices U,V € M,,1(K) telles que H = U'V.
b) En déduire H? = tr(H)H

1
c¢) On suppose trH # —1. Montrer que I,, + H est inversible et que (1, + H')_1 =1,— 7ol
r
d) Soient A € GL,(K) telle que tr(HA™") # —1. Montrer que A + H est inversible et que
1
A+H)y 't=At - — A tHA™!
(A+H) T+ t(HA )

Exercice 16. (x) Dans R?, on considére le plan H d’équation cartésienne z +y + 2z = 0 et la
droite D = Vect(1,1,1).
1. Montrer que H et D sont supplémentaires et construire une base % adaptée & H®D = R>.
2. Justifier I'existence d’un unique endomorphisme u de R? vérifiant les propriétés suivantes :
— Vo e R, u(z,z,x) = (2, 2z, 2x)
T V(x,y) € R27 u(x,y, - — y) = (_yaxa Yy— 33')
puis calculer la matrice M de u dans la base % construite plus haut.
3. D et/ou H sont-ils stables par u ?

Exercice 17. (x) Calculer le déterminant et la trace de u € .2 (.4, (K)) défini par u(M) = M™.

Exercice 18. Soit M € ., (K). Montrer 1’équivalence :
Tr(M) =0 < M est semblable & une matrice dont tous les éléments diagonaux sont nuls.
On pourra procéder par récurrence sur la dimension n.

Exercice 19. [Ecole navale] Soient A, B,C, D € ,(R).

On définit par blocs les matrices M = (é ?)) et J= (Ig _O] ) On suppose en outre
que *MJM = J. Montrer que A et D sont inversibles.

A A

Exercice 20. Soit A € #,,(R) et B = (0 A

blocs a I'aide de P(A) et P'(A).

) € Mo,(R). Pour P € R[X], écrire P(B) par

Exercice 21 (Décomposition en endomorphismes cycliques). Soit £ de dimension finie. On
dit qu'un endomorphisme u de E est cyclique lorsqu’il existe une base de E de la forme

(z,u(x),..,u" (x)).



1. Donner la forme de la matrice d’un tel endomorphisme cyclique dans une base telle que
ci-dessus.

2. On revient au cas général (u n’est pas supposé cyclique). Montrer que :
(a) si x est non nul, alors il existe p € N* tel que (v, u(x),..,u’ ' (z)) est libre et
(z,u(x),..,uP(x)) est liée.
(b) F =Vect ((z,u(z),..,u’~"(x))) est stable par .
3. Admettons que E se décompose en sous-espaces supplémentaires Fi, ..., F), stables par u

et tels que les endomorphismes u; induits par u sur F; soient cyclique. Quelle est la forme
de la matrice de u dans une base adaptée a une telle décomposition ?

Remarque :

Une telle décomposition, dite de Frobenius, existe toujours, mais c’est un résultat difficile
a obtenir (cf Les Maths en Téte de X. Gourdon par exemple).

Exercice 22. (x) Le plan est rapporté a un repere orthonormé (O, 7, j) et on considére n points
Ay, Ay, Ag, ..., A, d’affixes respectives aq, as, as, ..., ay,.

Dans le cas n pair, existe-t-il un polygone My, My, M3, ..., M, tel que : A; soit le milieu de
(M, My), As soit le milieu de (My, Ms), ..., A,—1 soit le milieu de (M,,_1, M,,), et A, le milieu
de (M, My)?



