Propriété 1

Soit E et I des K-ev, tel qu'on a la décomposition £ = Fy & Fy & --- G E,.

On se donne n applications linéaires u; € Z(E;, F') de E; dans F.

Alors il existe une unique application linéaire u € Z(F, F) telle que Vi, v, = u;.
On a en outre pour tout e¢; € E;

Démonstration: On procede par analyse-synthese.

— (Analyse) : on suppose qu’une telle application u existe. Soit un vecteur e € E'; en le décomposant

sous la formee=e;+...+¢e, de E, on a

n

u(e) = Zu(ei) (linéarité de w)

=1

P
= Zui(ei) (u = u; sur E;)
i=1

ce qui donne explicitement u(e) pour tout e € E, et détermine donc entierement u, et comme la
décomposition en somme directe est unique, u(e) est uniquement définie.

(Synthese) Définissons u par la formule obtenue dans I’analyse ci-dessus et montrons qu’elle
convient. Tout d’abord, si e € Ej;, sa décomposition est donnée par e; = e et e; = O pour tout
i # j. En particulier, u;(e;) = Op sauf pour i = j si bien que

Vie{l,...,n}Ve=¢; € E; u(e) = Zuj(ei) = u;(e;) = u;(e)
j=1

Ainsi u coincide bien avec u; sur Ej;.

Il reste & montrer que u est linéaire. Pour cela, on remarque que pour tout A € K, et pour tout
(z,y) € E?,

n

rA Ay =) (i + M)
=1

ou xr = Z Tiety= Z y; sont des décompositions selon E7 + - -- + E,,. Mais alors

u(@+Ay) =D wilwi + Ay (définition de u)
i=1

= Z (wi(wg) + Aui(yi)) (linéarité de u;)
i=1

= u(z) + Au(y) (séparation en deux sommes)




Théoréeme 2 (Déterminant triangulaire par blocs)

Si une matrice est triangulaire par blocs, alors son déterminant est le produit des déterminants
de ses blocs diagonaux.

Théoreme 3 (lemme)

s =

0 g) avec A, C, M matrices carrées, alors det(M) = det(A) x det(C).

Démonstration: (du lemme) On procede par récurrence sur la taille ¢ de A € M, (K).

— (Initialisation) Pour le cas ¢ = 1, la matrice A est réduite & un seul coefficient a;1 qui est aussi
égal & son déterminant, tandis que B est une ligne. En développant det(M) par rapport a sa
premiére colonne on a donc det(M) = ay; det(C) = det(A) det(C).

— (Hérédité) Pour ¢ > 1 fixé, on suppose le résultat vrai pour toute matrice carrée N de la

forme N = (lo) F> avec E matrice carrée et D € M (K). On se donne une matrice carrée
A B . , y X s
M = 0 ) avec A de taille g+ 1 et C carrée. On développe par rapport a la premieére colonne
de M :
g+1 ‘ .
det(M) = Z(—1)’+1ai,1 det(M; 1)
i=1

Or la matrice ]\fm étant obtenue a partir de M par suppression de la premiere colonne et de la

1-° ligne, elle s’écrit par blocs
. A1 B
M; | = %, )
= (% 2)

Comme A;’l € My(K), on peut appliquer I’hypothese de récurrence a N = Mi,l pour obtenir

q+1
det(M) = (—1)""a;1 det(A; 1) det(C) = det(A) det(C)
=1

en reconnaissant le développement par blocs de det(A) par rapport a sa premiere colonne.

Démonstration: (du théoréeme) On procede par récurrence sur le nombre p de blocs diagonaux.

— (Initialisation) Pour p = 1, c’est clair et pour p = 2 c’est le résultat du lemme ci-dessus.

— (Hérédité) On suppose le résultat vrai pour p — 1 blocs diagonaux. On se donne

Mll * .. *
M= 0
*
0 0 M,
M11 k *
D’apres le lemme, appliqué & M’ = 0 R : et C'= Mpp, on a

. . *

0 -+ 0 My,

det(M) = det(M') x det(M,,)




Par hypothese de récurrence appliquée & M’ (qui a bien p — 1 blocs diagonaux dans sa structure
triangulaire par blocs) on a

det(M/) = det(Mll) X o+ X det(Mp—l,p—l)

ce qui acheve la récurrence.



