DM n°2 pour les 5/2

A rendre le mardi 28 septembre

Définition :
Un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe k € N tel que uF =0 #(E)- Dans ce cas on définit
son indice de nilpotence comme le plus petit entier p tel que u” = 0 »(f)

Noyaux itérés, Images itérées

Soit E un K-espace vectoriel et u € Z(F) un endomorphisme non nul.
On note pour k£ € N :
N = ker(u®), I = Im(u®).

1. Etude d’un exemple
On se place sur E = R3, on note Z = (ey,ez,e3) la base canonique de R3, et on considere
'endomorphisme u de R® défini par :

u(er) =0, ,u(ea) =e1 + 2e3+ 3e3, u(esz) =ej.
(a) Déterminer pour tout entier k € N, Ny et I.
On en donnera une base, sauf pour k =0

(b) Montrer que No et I sont supplémentaires dans R3.

(¢c) Montrer que ’endomorphisme induit par u sur Ny est un nilpotent (on précisera 'ordre
de nilpotence). Montrer que I’endomorphisme induit par u sur Iy est une homothétie de
rapport 2.

’ Solution :

(a) Pour k =0, u® = Idg donc Ny = {0g} et Iy = E.
Pour k£ =1, en posant x = ae; + bes + ces on a

b+c¢c=0
u(z) = 0p < bey 4 265 + 3e3) + ce; =0 < { 2b =0 sSb=c=0
3b =0

et donc N7 = ker(u) = Vect(eq).

D’apres le théoreme du rang, dim(Im(u)) =3 -1 = 2.

Or u(e2) et u(eg) appartiennent & Im(u) et forment une famille libre (ils sont non co-
linéaires), donc Iy = Im(u) = Vect(ey + 2e3 + 3es, e1).

Pour £k =2, on a

u2(61) =0g, u2(62) = u(e1 + 2e3 + 3e3) = ey + 4ey + 6bes, u2(63) =0g

Pour x = ae; + bes 4 ce3 on a : x € ker(u?) < b(5ey + 4eq + 6e3) < b = 0.

En effet 5e; + 4eg + 6eg # 0, puisque (e, eo, e3) est libre.

Ainsi Ny = ker(u?) = Vect(ey, e3). Par théoreme du rang dim(ly) = 1 or u?(ep) est un
vecteur non nul de I donc s = Vect(5e; + 4eg + Ges).

Pour k = 3, les calculs donnent

ud(er) = 0, u’(e2) = u(5er+dea+6es) = 4(e1+2ea+3e3)+6e1 = 2(5e1+4ea+6e3), u’(e3) = Op.

On a donc comme précédemment N3 = Ny = Vect(eq, e3) et I3 = [s = Vect(5ej +4ea+6es).
Plus généralement on montre par récurrence que pour tout k > 3 :

uk(el) =0g, U/k(€2) = 2k_2(5€1 + 4eg + Ges), uk(eg) =0g.

Par conséquent pour k > 3, Ny = Ny et I, = Is.



(b)

On a déja dim(Iy) + dim(No) = 3 = dim(R®). Soit 2 € Ny N Ir. Alors 3o € R tel que
x = a(bey + 4deg + 6e3). Or No = {(a,b,c € R® : b=0)} donc o = 0 et donc z = 0. Ainsi
NoNly = {OE}

N, et I, sont donc bien supplémentaires dans R®.

e On a Ny = Vect(ey, e3), avec u(e1) = Og, u(eg) = e1. Donc u(Nz) C N3 donc la restriction
de u a No est bien un endomorphisme de N,.

1l est nilpotent car u?(e;) = u*(e3) = Op.

Comme u(e3) = e1 # O son indice de nilpotence vaut 2.

e On a vu que Iy = Vect(bey + 4es + 6e3) et que u(bey + deg 4 6e3) = 2(5ey + 4es + Geg).
Donc la restriction de « a I est bien une homothétie de rapport 2.

2. Monotonie
On revient au cas général

(a)
(b)
()

(d)

Montrer que pour tout k € N, Ny et I sont stables par w.
Montrer que pour tout k € N, Ny C Niy1 et I C Ii.

On suppose que pour un certain p € N on ait N, = N,11. Montrer qu’on a alors pour tout
kEeN, N, = Npip.

On suppose que pour un certain ¢ € N on ait I, = I,11. Montrer qu’on a alors pour tout
k S N7 Iq — q+k.

’ Solution :

(a)

|

Soit € Ni. On a u*(x) = 0g donc u*(u(z)) = u(uf(z)) = u(0g) = Op. Ainsi u(z) € Ny
On en déduit que Ni est stable par .

Soit y € Iy. Il existe z € E tel que y = u*(x). Alors u(y) = u**(x) = uF(u(x)) € I. On
en déduit que I est stable par u.

Soit & € Ni. On a u”*(x) = 0g donc u* ™ (z) = u(uf(z)) = u(0g) = 0p donc = € Niy1.

On en déduit que Ni C Ng41.

Soit y € Ijy1. Il existe 2 € E tel que y = «**!(x), mais alors y = u*(u(z)) € I.

On en déduit que Iy C I.

Soit p € N tel que N, = Npy1. Montrons que Nptq1 = Npio.

L’inclusion C a déja été montrée. Soit € Npyo. Alors w2 (z) = uP™(u(x)) = 0 donc
u(x) € Npy1. Ainsi u(z) € N, donc uP(u(z)) = uP(x) = O et donc z € Nyy1.

En réitérant, on montre par récurrence que Ny, = Nj11 = Npyo = Npj3=....

Soit ¢ € N tel que I, = I,41. Montrons que I;41 = Igy2.

L’inclusion O a déja été montrée. Soit y € I;i1. Alors y = u?™(z) = u(u?(x)) pour
un certain € E. Or ul(x) € I, = I,41 et donc 3t € F : ul(z) = uit?(¢). Au final
y =ult2(t) € I4a.

En réitérant, on montre par récurrence que Iy = Iy11 = Igyo = Ig43 = ...

3. En dimension finie
On suppose ici E de dimension finie n € N*. On note, pour k € N, ny = dim(Ny) et iy, = dim(I).

(a)

(b)

Montrer qu’il existe p € N tel que Vk € [0,p — 1], Ny # Niy1;

Vk > p, Np = Ngq1.

Penser a utiliser la suite des dimensions (ng).

Montrer de méme qu’il existe ¢ € N tel que Vk € [0,q — 1], Iy, # Ixy1;
Vk > q, Iy = Igq1.



(¢c) Montrer que p = ¢ < n.
(d) Montrer que E = N, @ I,,.

(e) Montrer que 'endomorphisme induit par u sur N, est un endomorphisme nilpotent (préciser

son indice de nilpotence).
Montrer que I’endomorphisme induit par u sur I, est un automorphisme de I,.

’ Solution :

(a)

—

La suite (ng)gen est a valeurs dans [0,n], et elle est croissante d’apres la question 2(b),
avec ng = 0.

Elle ne peut pas étre strictement croissante sinon on aurait n; > k, contradiction avec
nE < n.

Soit donc p le premier rang pour lequel n, = np1.

Par construction pour k < p, dim(Ng) # dim(Ngy1) donc Ny # Niy1.

De plus I'égalité dim(N,) = dim(Np41) avec le fait que N, C Npy1, entrainent que N, =
Np41, et donc que Vk > p, N = Niy1 en vertu de la question 2(c).

Le raisonnement est identique avec la suite (ig)ren qui est décroissante (avec ig = n).

Le théoréme du rang donne rg(u*) + dim(ker(u*)) = n, autrement dit : iz, + nj, = n.
On a donc I'équivalence :

Nk =Ngy1 S N — T =N — lgy1 < I = Il

Ainsi par définition p = q.

Enfin on remarque que Vk € [0,p — 1], ngt1 — ng > 1 (ngs1 et ng sont des entiers).

Or ng = 0 donc ny = (n; —ng) + (ng —n1) +--- + (np — np—1) > p. D’ou 'inégalité p < n
puisque n, < n (car N, est un sev de E).

On a déja vu que le théoreme du rang donne dim(E) = dim(V,) + dim(Z,).

Soit y € NyNI,. Onauwf(y) =0p et Ixr € E : y=u(x).

Donc u*?(z) = 0. Ainsi z € Na, mais Nop, = N, donc vP(z) =y = 0.

On en déduit que N, N I, sont en somme directe, donc ils sont supplémentaires dans F.

On sait déja que v induit des endomorphismes sur N, et I, (car ils sont stables par u).

e Soit @ = uy,. Pour tout x € Ny, uP(z) = @”(x) = Op donc @ est nilpotent. Comme de
plus Np—1 # Np, il existe x € N, tel que uP~1(z) # Op donc l'indice de nilpotence de
vaut exactement p.

e Soit u = uy,. On est en dimension finie donc il suffit de montrer que u est injective pour
en déduire que c’est un automorphisme. Soit = € I, tel que u(z) = u(x) = 0g. On a ainsi
x € NiNI,. Or Ny C N, donc z € N,NI, = {0g}. On a donc bien z = O et ker(u) = {OE}‘

4. Pour aller plus loin.
On suppose toujours F de dimension n € N*. La question 2(b) montre que la suite (i) est
décroissante. Nous montrons maintenant que cette décroissance est de plus en plus lente. On
note pour k € N, 0, = i — igy1-

(

a)

(b)

—

—

Montrer que d; = g1 — Nk

Justifier I'existence d’un sous-espace vectoriel Dy tel que Iy = Ix11 @ Dy, puis déterminer
dim(Dy).

) Etablir que Iy = Ijpo + u(Dy).

En déduire que la suite (0)ren est décroissante.

Application.
Supposons que u soit un endomorphisme nilpotent avec dim(ker(u)) = 1.
Déterminer 'indice de nilpotence de n.



‘ Solution :

1.
2.

Le théoréme du rang donne iy, — ixr1 = (n —ng) — (N — Ngy1) = Ngy1 — Nk

On est en dimension finie donc I 41, comme tout sev de I, possede un supplémentaire Dy dans
I, par théoreme.
On a dim(Ik) = dim(I]H_l) + dlm(Dk) donc dlm(Dk) =i — ik+1 = Ok.

Ona Iy = u([k) = U(Ik;—H + Dk) = u([k_H) + ’LL(Dk) = Igi0+ u(Dk)
Justifions la troisieme égalité : de maniére générale lorsque f € Z(E), si F, G sont deux sev de
E alors :

2€ f(F+G)ereF+G : z= f(x)
< Azy,m2) € F X G @ z= f(x1 + 22)
& J(z1,22) € FXG & 2= f(z1) + fw2)
ec f(F) + f(G).

Soit £ € N. En prenant les dimensions dans le résultat précédent on a :
dim(fp41) = dim(lg42 + w(Dy)) < dim(Lp42) + dim(u(Dy)) < dim(Ip42) + dim(Dy).

Ainsi 041 = igr1 — igro < dim(Dy) = dk. Donc (dy) est décroissante.

Ici, 61 = n1 — ng = ny = 1 par hypothese. (Jx) est décroissante et p est le premier rang pour
lequel 0, = 0. Ainsi on a

S1=0y=- =06, 1=1
Gp=0pp1=---=0

Par conséquent
p—1

p—1
n=np=> (ngy1—nk) =D O =p
k=0

k=0




