Programme de colles, semaine du 03-01

I) Questions de cours

« Enoncer un des cinq théorémes de convergence dominée (cf ci-dessous)

« Montrer que I'une des normes ||-||;, ||, est une norme sur R™ ou C°([a, b],R)
« Montrer que B(a,r) est convexe

« Donner la définition d’une partie ouverte

« Montrer que GL,(R) est ouvert dans M, (R)

IT) Suites, séries de fonctions et Intégrales a parametres : convergence dominée

1) Suite de fonctions

Théoréme. Soit (f,)nen une suite de fonctions définies sur un intervalle J.
On suppose

* (fn) CVSwvers f surJ

e fet fsontCO p.m.surJ.

« il existe p : J — R CO p.m. et intégrable telle que

Vn e N, Vt € J, [fa(t)] < ().

/fn dtm/]f(t)dt

Alors (les fonctions f,, et f sont intégrables et)

2) Intégrales a parameétres
a) Continuité

Théoréme. On considére g : I X J — K et on consideére

On suppose

eVa €It g(w,t)estC pm.

eVte J, xrs g(x,t) estCO

e Vo eI, Vt e J, |g(z,t)| < ¢(t), ot o est CO p.m. et intégrable
Alors f est (bien définie sur J et) continue sur J.

b) Limite

Théoréme. On considéreg : I x J — K, f(x fJg x,t)dt, et a une extrémité de I.
On suppose

eVr eIt g(w,t)estC pm.

e Vt € J, g(z,t) 5=z h(t), o h est une fonction C° p.m.

e Vo eI, Vt e J, |g(z,t)| < ¢(t), ot o est CO p.m. et intégrable

Alors (h est intégrable et)
J



¢) Dérivabilité
Théoréme. On considéreg : I x J — K, f(x) = [; g(x,t)dt, et a une extrémité de I.
On suppose

e Vo €It g(w,t) estCO p.m et intégrable

eVt e J, o g(x,t) estCl, de dérivée x — %(ac,t)

ett — %(m,t) est CO p.m.

eVx el Vtel, %(x,t}) < p(t), ot @ est C¥ p.m. et intégrable.

Alors f est (bien définie et) C* sur J, de dérivée

flz) = /J g—i(:c,t)dt.

3) Séries de fonctions

Théoréme. On considére ) f,, une série de fonctions sur J.
On suppose

3" fu CVS vers une fonction f C° p.m.

e f,, sont CY p.m. et intégrables.

e > fJ | fru| converge.

Alors f = Z:{i% n est intégrable sur J et

+00 +oo
/J IVCLEDY /J fult)dt.

III) Espaces vectoriels normés et topologie

1) Norme sur un espace vectoriel

« définition

+ Normes usuelles
> 1y, - sur K®
o e o sur (la, bLR)
> Normes euclidienne |||, sur R”, sur C°([a, b], R)
> Normes sur M,,(R)

« Sur une espace de fonctions, ||-|| est la norme de la convergence uniforme

2) Distance et topologie

» d(z,y) = [z -y
« Boule ouverte B(a, ) et boule fermée B(a,r) dans un evn
» Partie bornée
« Partie convexe

> Les boules et les sous-espaces vectoriels sont convexes
« Partie ouverte, partie fermées

> Exemples simples

3) Suites dans un evn

« Tp > x|z, — )0
« En dimension finie, la convergence ne dépend pas de la norme
« Caractérisation séquentielle des fermés :

F C E est fermé ssi pour toute suite (z,,) € FN, si 2, — x, alors x € F
+ En dimension finie, le caractére fermé/ouvert ne dépend pas de la norme.
« Tout sous-espace vectoriel de dimension finie est fermé



4) Continuité

« f: E — F est continue si pour tout a € F, f(z) 5=z f(a).
> En particulier, si z,, — ¢, f(zn) — f(£)
« Fonctions lipschitziennes
> lipschitzienne = continue
« Applications linéaires
> En dimension finie, toute application linéaire est lipschitzienne
> donc continue
> Applications : si A, - A, A,B — AB,si P, — P, P,(1) — P(1)
« Continuité d’une application bilinéaire, de A — AP, du déterminant
« Si f: E — R est continue
> {x € E| f(x) = 0} est fermé
> {x € E| f(z) > 0} est fermé
> {xz € E| f(z) > 0} est ouvert
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